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1 Wstep

Ten dokument ma na celu prezentacje w teorii i na przyktadach rozwiazywania
szczegblnych typow réwnan rekurencyjnych — réwnan liniowych.
Rozpocznijmy od najprostszego réwnania liniowego postaci:

Up = Q- Gp—1
Widag, ze réwnanie to spelnione jest przez ciagi postaci a,, = c-a™. Pojawia
sie wiec nadzieja, ze rOwnanie w nieco ogdlniejszej postaci:

Ap = QX1Ap—1 + Q20p—2 + ... + QpQn_f, (1)
dla ustalonego k € N, rowniez bedzie mialo rozwiazania typu a, = c-¢" dla
pewnych g € C. To, ze rzeczywiscie tak jest pokazuje rozdziat 2.

Przyjmijmy teraz, ze umiemy rozwigza¢ réwnanie (1) i dane mamy jeszcze
bardziej skomplikowane réwnanie:

An = Q1ap_1 + Q2ap_2 + ...+ agan—_i + f(n), (2)
dla pewnej funkcji f: N — C. Oznaczmy rozwiazanie réwnania (1) przez a?
oraz przypusémy, ze z jakiego$ nieznanego blizej zrédla, otrzymalidémy jedno
rozwiazanie aS? réwnania (2). Wowczas latwo zweryfikowaé poprzez dodanie
stronami obu réwnan, ze ciag a + a5? réwniez spelnia réwnanie (2). Co wiecej,
dla dowolnego rozwiazania a,, réwnania (2), ciag a, — a5? spelnia réwnanie (1).
To pokazuje, ze znajomosé¢ rozwigzania ogdlnego réwnania (1) oraz rozwiaza-
nia szczegblnego réwnania (2) wystarcza nam do skonstruowania rozwigzania
ogoblnego réwnania (2). O tym, w jaki sposéb znalezé takie jedno rozwiazanie
réwnania (2), méwi rozdzial 3.

Czesto szukamy nie tyle wszystkich rozwiazan rownania rekurencyjnego, co
jednego, konkretnego. Zwykle to, o ktoéry dokladnie cigg chodzi, precyzowane
jest poprzez podanie k pierwszych wyrazow ciggu. Wszystkie kolejne beda wte-
dy wyznaczone jednoznacznie przy pomocy zaleznosci rekurencyjnej. Mowimy
wtedy o rownaniu rekurencyjnym z warunkami poczatkowymi i ma ono postacé:

p = Q10p-1 + Q2ap—2 + ... + agan—_ + f(n)
ap = Bo

ay = B

ak—1 = Pr—1,



gdzie a, ..., B1,...,0k—1 € C. W rozdziale 4 znajduje sie prosta instrukcja,
w jaki sposob uwzglednié te dodatkowe warunki i znalezé szukane rozwiazanie.

Na koniec rozdzial 5 demonstruje wiekszos¢ opisanych wezeéniej teoretycznie
technik na konkretnych przyktadach.

2 Rozwigzywanie réwnania jednorodnego

Dane jest rownanie rekurencyjne jednorodne:

Qp = Q10p—1 + Q20p—2 + ... + Qrap_f,

Szukamy rozwigzan tego réwnania postaci a,, = ¢", ¢ # 0. Wstawiaja te po-
sta¢ do réwnania i dzielgc je przez ¢" % # 0, otrzymujemy réwnanie, nazywane
rownaniem charakterystycznym:

qk = alqkfl + aqufz + ...+ ok

Jest to réwnanie wielomianowe stopnia k, ma wiec dokladnie k pierwiast-
kéw zespolonych (wliczajac krotnosci). Oznaczmy je przez ¢i,qo,-..,q, a ich
krotnosci odpowiednio 1,72, ...,y (oczywiscie y1 + 72 + ... + v = k).

Aby wskazaé¢ k liniowo niezaleznych rozwigzan réwnania, w ogdlnym przy-
padku nie wystarcza nam rozwiazania postaci a?, = ¢!*. Musimy si¢ wigc powotaé
na prosta obserwacje, ze jesli xqg jest r-krotnym pierwiastkiem wielomianu P, to

P(z0) = P'(x9) = ... = P (z0) = 0. Wniosek w naszej sytuacji jest taki, ze
dla v; > 2 oprécz ciagu al, = ¢, réwnanie charakterystyczne spelniaja réwniez
ciagi ng;’, nzqf, e ,n”ifqu.

Podsumowujac, kazdy pierwiastek g; o krotnosci v; daje nam ~; rozwiazan:
qr g, n2qt, ... nYi g,

Razem otrzymujemy wiec k rozwiazan spelniajacych réwnanie jednorodne:

n n 2. n -1 n
Q17nQ17n q]a"wn’h q]a
n n 2.n -1 n
q2,Mq2, 1 QQa"'an’m dz,
n n .2.n -1 n
ql7nql7n QIM"an’n ql'

Mozna pokazaé, ze kazde rozwigzanie réwnania rekurencyjnego jednorodnego da
sie wyrazi¢ za pomoca pewnej kombinacji liniowej powyzszych rozwigzan. Zatem
kombinacja liniowa, w ktérej wspdtczynniki sa dowolnymi liczbami zespolonymi,
tj.:

al, = c1qt + eang + ...+ g

jest rozwiagzaniem ogdlnym takiego réwnania.

3 Szukanie rozwigzania szczegdlnego

Rozwazmy réwnanie niejednorodne:

Ap = Q1Gp—1 + 2an_2 + ...+ pan_i + f(n),

gdzie f(n) jest:



2)
b)

)

wielomianem stopnia m lub
funkcja wykladnicza lub

suma lub iloczynem wielomianu i funkcji wyktadniczej lub dwdch, lub
wiecej funkcji wykladniczych.

Zgodnie z rozwazaniami we wstepie, wystarczy ze znajdziemy jeden ciag,
ktéry spetnia to réwnanie. Wéwczas, dodajac go do kombinacji liniowej uzyska-
nej metode z poprzedniego rozdziatu, uzyskamy rozwiazanie ogdlne réwnania
niejednorodnego.

Do znalezienia tego rozwiazania zastosujemy metode przewidywan, polegaja-
ca na wstawieniu do réwnania pewnej sparametryzowanej funkcji, ktorej postaé
zalezy od postaci f(n), 1 wyznaczeniu wartosci parametréw.

a)

Jesli f(n) jest wielomianem stopnia m, wtedy szukamy rozwiazania szcze-
gblnego a’? réwniez jako wielomianu stopnia m:

a,? = by,n™ + b 1™ L+ bin + by,
gdzie by, by, ..., b, sa parametrami zespolonymi.

Uwaga 1. Jesli jednym z pierwiastkow rownania charakterystycznego jest
1, to rozwigzania postaci 1™ = 1,nl1" =n,...,n" 1" = nYi~1 gdzie v;
jest krotnoscig 1 jako pierwiastka rownania charakterystycznego, juz sie
pojawity jako skladniki al,. W takiej sytuacji wszystkie jednomiany stopnia
nizszego niz nY' spelniajq réwnanie jednorodne, wiec na pewno nie bedg
wchodzity w sktad rozwigzania rownania niejednorodnego. Musimy zatem
przemnozyé nasz wielomian przez ni:

a;? = (by,n™ + b 1™ L+ b+ bo)n.

n

Jesli f(n) = Aa™, gdzie A € C, to szukamy a5? tej samej postaci:
a,? = Ba",

gdzie B jest parametrem zespolonym.

Uwaga 2. Jesli jednym z pierwiastkéw réwnania charakterystycznego jest
a, to rozwigzania postaci o™, na™,...,nYi"ta™, gdzie y; jest krotnoscig
a jako pierwiastka rownania charakterystycznego, juz sie pojawily jako
sktadniki al,. W takiej sytuacji wszystkie ciggi n"a™ dla r < -y; spelniajq
rownanie jednorodne, wiec na pewno nie bedqg wchodzity w sktad rozwigza-
nia rownania niejednorodnego. Musimy zatem przemnozyé naszq funkcje
wykladniczq przez n"i:
a,? = Bna".

Jesli f(n) jest suma lub iloczynem wielomianu i funkeji wyktadniczej, lub
dwéch lub wiecej funkeji wykladniczych, to nasze rozwigzanie szczegdlne
bedzie analogiczng suma lub iloczynem wyrazen wskazanych w poprzed-
nich podpunktach. Nalezy przy tym pamigta¢ o uwagach 11 2.



Teraz, gdy wiemy juz jakiej postaci bedzie rozwigzanie szczegdlne naszej
zalezno$ci rekurencyjnej, wstawiamy je do réwnania rekurencyjnego i obliczamy
wartosci parametréw.

W tym rozdziale uwzglednione zostaly tylko trzy klasy funkeji f(n), jednak
przewidujacy czytelnik bedzie w stanie zastosowaé te metode réwniez dla innych
porzadnych” klas funkcji.

4 Warunki poczatkowe

Przypuéémy ze dla danego réwnania rekurencyjnego z warunkami poczatkowy-
mi udato nam si¢ znalez¢ rozwiazanie ogélne a? réwnania jednorodnego oraz
rozwigzanie szczegdlne a;? réwnania niejednorodnego. Zgodnie z wczeSniejszy-
mi ustaleniami wywnioskowaliSmy réwniez, ze rozwiazaniem ogdlnym réwnania
jest:

an, = ay + ay’. (3)

Pozostalo nam wyznaczyé¢ wspotezynniki ¢, ca,...,cp € C. Aby to zrobié,
wstawiamy do réwnania (3) kolejno n = 0,1,...,k — 1, a otrzymane wyrazenia
przyréownujemy do wartosci odpowiednio Gy, 81, . - ., Bx—1 okreslonych w warun-

kach poczatkowych. Otrzymujemy w ten sposéb uklad k réwnan liniowych z k
niewiadomymi, ktéry rozwigzujemy swoja ulubiona metoda. Obliczone wspoét-
czynniki wstawiamy do réwnania (3) otrzymujac wzoér ciagu zalezny juz tylko
od n.

5 Przyklady

Przyklad 1. Réwnanie jednorodne z pierwiastkami zespolonymi.

ap = —4a,_o, n > 2
apg = -3
ayp = 2

Zauwazamy ze rownanie jest jednorodne. Ukladamy réwnanie charaktery-
styczne i rozwigzujemy je.
¢ =4

Q1:2i V QQ:—Qi
Zatem rozwiazanie ogdlne réwnania to:
al, = c1(20)" + co(—20)".

Poniewaz dane sa warunki poczatkowe, wstawiamy do powyzszego rozwiazania
n =0 oraz n = 1 i przyrownujemy do podanych wartosci.

ag=c1+co=-3
ay = 2i61 — 27:62 =2

Rozwigzaniem takiego ukladu réwnan jest:

C1 = -2
Coy = —1



Otrzymane wspotczynniki ¢; 1 ¢o wstawiamy do rozwiazania
an = —2i(2i)" — i(—29)".
Przykltad 2. Réwnanie niejednorodne z pierwiastkami jednokrotnymi.

ap =5ap_1 —6ap_o+12-5" n>2
apg = 50
a1 = 300

Poniewaz dane rownanie jest réwnaniem niejednorodnym, musimy zaczaé od
rozwiazania skojarzonego réwnania jednorodnego:

Ay = D0p_1 — 6ay_o.
Tworzymy réwnanie charakterystyczne i rozwiazujemy je.
> =5q—6

G =2Vqgp=3
Otrzymujemy ogélng postaé rozwiazania jednorodnego:

ay = c12" + c23™.
Poniewaz czes$é niejednorodna zadanego réwnania ma postaé f(n) = 12-5™, be-
dziemy przewidywacé rozwiazanie szczegélne w postaci a)* = B -5". Wstawiamy
takie a;? do rownania niejednorodnego z tresci zadania.

B-5"=5B-5"""—6B-5""?+12-5"

Rozwigzujemy réwnanie, otrzymujac B = 50. Mamy wiec rozwiazanie szczegdl-

ne:

a’* =505,

zatem zalezno$¢ rekurencyjna spelnia dowolny ciag postaci:
an = ay +a;? =c12" 4+ 23" + 50 - 5"
Pozostalo nam jedynie uwzgledni¢ warunki poczatkowe:

ag = c1 4+ co + 50 =50
a1 = 2¢1 + 3co + 250 = 300

Rozwiazujemy uklad rownan, otrzymujac:
C1 = *50
Coy = 50

anp = —50-2"4+50-3"4+50-5".

Zatem ostatecznie:



Przyklad 3. Réwnanie niejednorodne z pierwiastkiem wielokrotnym.

anp =2ap_1+4ap_2—8ayp_3+4-2", n>3

a():O
a1:8
CL2:8

Szukamy rozwiazania jednorodnej czesci zaleznosci rekurencyjnej
Ay, = 20p-1 + 40,2 — 8ap_3
Tworzymy réwnanie charakterystyczne i rozwiazujemy je.
@ =2¢"+49-38
(a=2)*(¢+2)=0
1=2 9 = —2
{3’1 =2 Y {’qu =1
Otrzymujemy postaé rozwiazania jednorodnego
ay = c12" 4 can2™ + c3(—2)".

Poniewaz cze$¢ niejednorodna zadanego réwnania ma postaé f(n) = 4 - 2" oraz
q1 = 2 jest pierwiastkiem dwukrotnym réwnania charakterystycznego, to zgod-
nie z uwaga 2 przewidujemy a®* = B-n?2". Taka postaé¢ rozwiagzania wstawiamy
do réwnania niejednorodnego:

B-n*2" =2B-(n—1)*2""' 4+ 4B . (n —2)?2"? -8B - (n —3)%2"? 4 4.2"
Dzielimy stronami przez 2”3 i rozwigzujemy réwnanie.
B-8n?=2B-4(n—1)>+4B-2(n—2)> -8B(n—3)> +4-8
8Bn? = 8B(n* —2n +1) +8B(n® — 4n +4) — 8B(n* — 6n + 9) + 32
0= —32B + 32
B=1

Zauwazmy, ze wszystkie n zredukowaly sie i otrzymalidémy warto$¢ liczbowsa, dla
parametru B. Oznacza to, ze przewidywanie bylo trafne. Otrzymany parametr
wstawiamy do postaci rozwigzania szczegblnego

as? =n?2".

OtrzymaliSmy zatem postaé¢ rozwigzania zadanej zaleznosci rekurencyjnej
an = 12" 4+ can2™ + c3(—2)" + n2o".

Pozostalo nam jedynie uwzgledni¢ warunki poczatkowe:

agzcl+03:O
a1 =2¢1 +2c—2c3+2=28
as = 4cy + 8¢y +4c3+16 =38



Rozwiazujemy uklad réwnan, otrzymujac:

0122
022—1
03:72

Zatem ostatecznie:
ap =2-2" —2"n — 2. (=2)" +2"n?
Przyklad 4. Réwnanie niejednorodne, w ktérym trzeba zastosowaé uwage 1.

Ap = —Qp_1 +20y_o+12n —23, n > 2
ag = 5

a1 =1
Szukamy rozwigzania jednorodnej czesci zaleznosci rekurencyjnej
Ap = —Qp_1 + 20p_2.
Tworzymy réwnanie charakterystyczne i rozwiazujemy je.
¢ =-q+2

G=1V ¢@=-2

Otrzymujemy postaé rozwigzania jednorodnego
al = 11" + co(—2)".

Poniewaz cze$¢ niejednorodna zadanego réwnania ma postaé f(n) = 12n — 23
oraz q; = 1 jest pierwiastkiem jednokrotnym réwnania charakterystycznego, to
zgodnie z uwaga 1 przewidujemy a2? = (An + B)n. Taka postaé rozwiazania
wstawiamy do réwnania niejednorodnego:

An? 4+ Bn = —[A(n — 1)+ B(n — 1)] + 2[A(n — 2)? + B(n — 2)] + 12n — 23.

Rozwiazujemy réwnanie i dostajemy:

A=2
s
Otrzymane wspétczynniki wstawiamy do postaci rozwiazania szczegdlnego
as? = 2n* — 3n.
OtrzymaliSmy zatem postaé¢ rozwigzania zadanej zaleznosci rekurencyjnej

an =c1 +co(=2)" + 2n? — 3n.

Pozostalo nam jedynie uwzgledni¢ warunki poczatkowe:

ag=c1+c2=5
a1:01—202—1:1



Rozwiazujemy uklad réwnan, otrzymujac:

61:4
02:1

an =4+ (—=2)" 4+ 2n? — 9n.

Przyklad 5. Réwnanie jednorodne, w ktérym f(n) jest suma funkeji wyklad-
niczej oraz wielomianu.

Zatem ostatecznie:

ap =20p_1+8ap_2+5-3"4+9In, n>2
ag = 10
a; = —60
Szukamy rozwigzania jednorodnej czesci zaleznosci rekurencyjnej
ap = 20p—1 + 8ap_2.
Tworzymy réwnanie charakterystyczne i rozwiazujemy je.
¢ =2q+8
=4V qg=-2
Otrzymujemy postaé¢ rozwiazania jednorodnego
a% = 14" + co(—2)".

Poniewaz cze$¢ niejednorodna zadanego réwnania ma postaé f(n) = 5-3" 4+ 9n,
to przewidujemy a’* = An + B + C'3". Taka postaé rozwigzania wstawiamy do
rownania niejednorodnego:

An+B+C3" =2[A(n—1)+B+C3" " +8[A(n—2)+B+C3" 2] +5-3"+9n.

Rozwiazujemy réwnanie. =

A=-1
B=-2
C=-9
Otrzymane wspétczynniki wstawiamy do postaci rozwiazania szczegblnego
ay=-n—2-9-3".

Otrzymalismy zatem postac¢ rozwiazania zadanej zaleznosci rekurencyjne;j
al = 14" +co(—2)" —n—2-9-3"
Pozostalo nam jedynie uwzgledni¢ warunki poczatkowe:

ag=c14+ca—9—-2=10
a1:401—202—27—3:—60

Rozwiazujemy uklad réwnan, otrzymujac:

Cc1 = 2
Cy = 19
Zatem ostatecznie:
ap=2-4"+4+19-(-2)"-9-3" —n— 2.



